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1
Uvod
Kreditni rizik se najjednostavnije mozˇe definirati kao moguc´nost da druga
ugovorna strana banke nec´e ispuniti svoje obveze. Cilj upravljanja kreditnim
rizikom je maksimizacija stope povrata banke uskladene za rizik odrzˇavanjem
izlozˇenosti kreditnom riziku unutar prihvatljivih parametara. Banke moraju
upravljati kreditnim rizikom cijelog portfelja kao i onim koji lezˇi u poje-
dinacˇnim kreditima ili transakcijama.
Dobro je poznato da u teoriji vjerojatnosti nezavisnost cˇini sve laksˇim. Nazˇalost,
u modeliranju kreditnog rizika ne mozˇemo ocˇekivati nezavisnost gubitaka.
Sˇtoviˇse ispostavit c´e se da je korelacija centralni izazov.
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1 Osnove upravljanja kreditnim rizikom
Pocˇnimo od jednog pojednostavljenog, ali svejedno ne toliko nerealisticˇnog
primjera. Pretpostavimo da velika gradevinska tvrtka zˇeli posuditi od banke
10 milijuna eura. Analiticˇar u banci mora odlucˇiti hoc´e li odobriti takav
zahtjev ili ne. Pretpostavimo josˇ da nadredena osoba analiticˇara poznaje
izvrsˇnog financijskog direktora te gradevinske tvrtke vec´ dugi niz godina.
Dodajmo josˇ k tome da je tvrtka pod velikim pritiskom i da je bancˇina in-
terna kreditna ocjena (rejting) za tu kompaniju vrlo niska.
Sˇto bi analiticˇar trebao napraviti?
Iako je ovaj primjer, s namjerom, malo pretjeran ovakve situacije se dogadaju
s vremena na vrijeme i nikad nije lako donijeti odluku. Banke su s toga, prije
mnogo godina, pocˇele razmiˇsljati o nacˇinima kako se osigurati od takvih
kredita. Sˇtoviˇse, povijest pokazuje da i
”
dobri“ klijenti imaju potencijal za
ulazak u status neispunjavanja obveza (u nastavku: default), pa ima smisla
kod osiguranja gledati cijeli kreditni portfelj, a ne samo ”kriticˇne” kredite.
Osnovna ideja iza osiguranja je uvijek ista. Primjerice, kod zdravstvenog osi-
guranja trosˇak nekolicine bolesnih pokriva se pristojbama koje zdravstvenom
osiguranju plac´aju svi.
Za kredite u banci mozˇda bismo mogli primjeniti isto: naplac´ivati primjerenu
premiju rizika za svaki kredit i skupljati te premije na interni racˇun banke
koji bi pokrivao gubitke nastale zbog neispunjavanja obveza druge ugovorne
strane.
Osnovna ideja je da banka svakom klijentu odredi vjerojatnost defaulta (DP),
gubitak u trenutku defaulta (LGD) i izlozˇenost u trenutku defaulta (EAD).
1.1 Osnovni pojmovi teorije vjerojatnosti
Definicija 1.1. Neka je Ω neprazan skup i F σ-algebra na Ω. Vjerojatnost
je funkcija
P : F → R
sa sljedec´im svojstvima:
1. 0 ≤ P(A) ≤ 1,∀A ∈ F
2. P(Ω) = 1
3. A1, A2, · · · ∈ F medusobno disjunktni =⇒ P (
⋃∞
n=1 An) =
∑∞
n=1 P(An).
(Ω,F ,P) zovemo vjerojatnosni prostor.
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Definicija 1.2. Slucˇajna varijabla X na vjerojatnosnom prostoru (Ω,F ,P)
je neprekidna slucˇajna varijabla ako postoji funkcija f : R→ [0,+∞〉 takva
da je
P(X ≤ a) =
∫ a
−∞
f(t)dt, za sve a ∈ R.
Funkcija f se zove funkcija gustoc´e slucˇajne varijable X.
Definicija 1.3. Neka je (X, Y ) slucˇajni vektor s funkcijom gustoc´e f(x, y).
Uvjetna funkcija gustoc´e je funkcija
fX|Y = (x|y) : R→ [0,∞), fX|Y = (x|y) = f(x, y)
fY (y)
, x ∈ R,
za sve y ∈ R takve da je fY (y) ≥ 0.
Definicija 1.4. Funkcija distribucije neprekidne slucˇajne varijable X je de-
finirana sa
F (x) := P(X ≤ x) =
∫ x
−∞
f(t)dt, x ∈ R.
Definicija 1.5. Neka je F funkcija distribucije varijableX i neka jeX1, X2, . . . , Xn
slucˇajni uzorak za X. Empirijska funkcija distribucije je slucˇajna funkcija
F̂n(·)(w) : R→ R, w ∈ Ω t.d. je
F̂n(x) :=
1
n
n∑
i=1
1{Xi≤x}, x ∈ R
Teorem 1.6. Neka su X,X1, X2, . . . nezavisni jednako distribuirani slucˇajni
vektori te neka je X¯n =
1
n
∑n
i=1Xi. Tada vrijedi
jaki zakon velikih brojeva: X¯n
g.s−→ E(X)⇔ E(|X|) <∞
slabi zakon velikih brojeva: E(|X|) <∞ =⇒ X¯n P−→ E(X)
Opsˇirniji pregled poznatih rezultata, kao i dokazi odgovarajuc´ih tvrdnji mogu
se nac´i u [4, 146.-148.].
Definicija 1.7. Matematicˇko ocˇekvanje slucˇajne varijable X interpretira se
kao srednja vrijednost od X. Definira se kao broj E[X]:
E[X] :=
∫ +∞
−∞
xfX(x)dx (ako je X neprekidna),
pod pretpostavkom da desna strana postoji u smislu da integral apsolutno
konvergira.
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Definicija 1.8. Varijanca slucˇajne varijable je mjera rasprsˇenja njenih vri-
jednosti od matematicˇkog ocˇekivanja. Preciznije, varijanca od X je srednje
kvadratno odstupanje X od E[X]:
V[X] := E[(X − E[X])2].
Teorem 1.9. (Centralni granicˇni teorem) Neka je X1, X2, . . . niz n.j.d.
slucˇajnih varijabli s konacˇnim matematicˇkim ocˇekivanjem µ i konacˇnom va-
rijancom σ2 ≥ 0. Nadalje, neka je X¯n := (X1 + X2 + · · · + Xn)/n za sve
prirodne brojeve n. Tada za sve a ≤ b vrijedi:
lim
n→∞
P
(
a ≤ X¯n − µ
σ
√
n ≤ b
)
= Φ(b)− Φ(a),
gdje je Φ(x) funkcija distribucije jedinicˇne normalne razdiobe.
Dokaz teorema mozˇe se pronac´i u [4, Teorem 14.1].
Definicija 1.10. Kovarijanca slucˇajnih varijabli X i Y je definirana sa
Cov(X, Y ) = E[(X − EX)(Y − EY )],
ako gornje ocˇekivanje postoji. Ako je Cov(X, Y ) = 0, onda kazˇemo da su X
i Y nekorelirane. Koeficijent korelacije slucˇajnih varijabli X i Y je definiran
sa
ρ(X, Y ) =
Cov(X, Y )√
V[X]
√
V[Y ]
.
1.2 Ocˇekivani gubitak
Definicija 1.11. Gubitak pojedinog duzˇnika definira se s varijablom gubitka
L˜ = EAD× LGD× L pri cˇemu L = 1D, P(D) = DP,
gdje D oznacˇava dogadaj da je duzˇnik defaultirao u odredenom vremenskom
periodu (najcˇesˇc´e jedna godina), a P(D) vjerojatnost da se dogodi dogadaj
D.
Definicija 1.12. Uz izmjeriv prostor (Ω,F ,P) definiramo ocˇekivani gubitk
(EL)
EL = E[L˜] = EAD× LGD× P(D) = EAD× LGD×DP,
jer je ocˇekivanje bilo koje Bernoullijeve varijable, kao sˇto je ovdje (1D), upravo
vjerojatnost tog dogadaja.
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Kako bismo zadrzˇali ovakvu reprezentaciju od EL, trebamo neke dodatne
pretpostavke kao sˇto je pretpostavka da su EAD i LGD konstante. Medutim,
postoje razne situacije u kojima bismo trebali modelirati jednu ili obje kao
slucˇajne varijable. U takvim slucˇajevima EL mozˇe i dalje biti dana s tom
reprezentacijom, uz pretpostavku da su EAD i LGD ocˇekivanja od nekih
slucˇajnih varijabli.
U nastavku c´emo pretpostaviti da je EAD deterministicˇka, a LGD ocˇekivanje
slucˇajne varijable ozbiljnosti gubitka SEV.
Uveli smo ocˇekivani gubitak EL kako bi se banka osigurala od gubitaka koje
ocˇekuje da c´e se dogoditi s obzirom na prosˇla iskustva. Ali, drzˇati kapital
za ocˇekivani gubitak nije dovoljno. Zapravo, banka bi trebala uz rezerve za
ocˇekivani gubitak izdvojiti dio i za neocˇekivani gubitak. Za mjeru devijacije
gubitaka u EL , prirodni izbor bila bi standardna devijacija varijable gubitka
L˜
1.3 Neocˇekivani gubitak
Definicija 1.13. Definiramo neocˇekivani gubitak UL s
UL =
√
V[L˜] =
√
V[EAD× SEV × L].
Kako bismo modelirali ukupni gubitak portfelja, promotrit c´emo portfelj
koji se sastoji od m kredita:
L˜i = EADi × SEVi × Li,
Li = 1Di , P(Di) = DPi.
Gubitak portfelja je tada definiran slucˇajnom varijablom:
L˜PF =
m∑
i=1
L˜i =
m∑
i=1
EADi × SEVi × Li.
Ako pogledamo ocˇekivani gubitak i iskoristimo aditivnost ocˇekivanja imamo:
ELPF =
m∑
i=1
ELi =
m∑
i=1
EADi × LGDi ×DPi.
U slucˇaju neocˇekivanog gubitka, aditivnost vrijedi ako su varijable gubitka L˜i
nekorelirane. Nazˇalost, tipicˇno su varijable gubitka korelirane i korelacija je
glavni pokretacˇ kreditnog rizika. Kod neocˇekivanog gubitka prvi put vidimo
kako korelcije, odnosno kovarijance
”
igraju kljucˇnu ulogu“.
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ULPF =
√
V[L˜PF ]
=
√√√√ m∑
i=1
m∑
j=1
EADi × EADj × Cov[SEVi × Li, SEVj × Lj]
Prije nastavka razmotrimo znacˇenje i interpretaciju korelacije. Radi jednos-
tavnosti uzmimo u obzir portfelj koji se sastoji od dva kredita koji imaju
LGD= 100% i EAD= 1. Stavimo ρ =Corr[L1, L2] i pi = DPi. Tada imamo:
ULPF
2 = p1(1− p1) + p2(1− p2) + 2ρ
√
p1(1− p1)
√
p2(1− p2). (1.3.1)
Tri slucˇaja korelacije izmedu defaulta:
• ρ = 0
U tom slucˇaju, trec´i cˇlan u (1.3.1) nestane, tako da ULPF dostizˇe svoj
minimum. Ovo je slucˇaj savsˇene diverzifikacije. Koncept diverzifika-
cije je lako objasˇnjiv. Investiranje u viˇse razlicˇitih imovina smanjuje
ukupni rizik portfelja jer je malo vjerojatno da c´e velik broj investi-
cija defaultirati odjednom. Sˇto krediti u portfelju imaju ”manje za-
jednicˇkog”, vec´a je vjerojatnost da default jednog nec´e imati utjecaj
na buduc´nost ostalih u portfelju. Slucˇaj ρ = 0 je slucˇaj kada su krediti
u portfelju potpuno nekorelirani. Ako interpretiramo UL kao zamjenu
za rizik portfelja (za razliku od EL, UL je
”
prava“ nesigurnost s kojom
je banka suocˇena kada investira u portfelj jer obuhvac´a i devijaciju od
ocˇekivanja), vidimo da ovaj slucˇaj minimizira ukupni rizik portfelja.
• ρ > 0
U ovom slucˇaju nasˇe dvije ugovorne strane su u medusobnom odnosu.
Default jedne ugovorne strane povec´ava vjerojatnost da c´e druga ugo-
vorna strana isto defaultirati. Mozˇemo ovo precizirati ako pogledamo
uvjetnu vjerojatnost defaulta druge ugovorne strane ako znamo da je
prva ugovorna strana defaultirala:
P[L2 = 1|L1 = 1] = P[L1 = 1, L2 = 1]P[L1 = 1] =
E[L1L2]
p1
p1p2 + Cov[L1, L2]
p1
= p2 +
Cov[L1L2]
p1
.
Vidimo da, ako imamo pozitivnu korelaciju, odnosno kovarijancu, uvjetna
vjerojatnost je vec´a od p2. Drugim rijecˇima, u slucˇaju pozitivne korela-
cije bilo koji default u portfelju ima vazˇan utjecaj na ostale u portfelju,
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odnosno moglo bi doc´i do josˇ gubitaka. Ekstremni slucˇaj imamo za
ρ = 1, tzv. savrsˇena korelacija. U slucˇaju p = p1 = p2 jednakost (1.3.1)
pokazuje da imamo ULPF = 2
√
p(1− p), sˇto u susˇtini znacˇi da portfelj
sadrzˇi rizik samo jednog duzˇnika, ali s dvostrukim intenzitetom (kon-
centracijom rizika). U ovakvoj situaciji default jednog duzˇnika gotovo
sigurno uzrokuje default drugog.
• ρ < 0 Ova situacija je analogna situaciji ρ > 0, pa c´emo promotriti
samo ekstremni slucˇaj, tzv. savrsˇena nekorelacija (ρ = −1). Moglo bi
se tada zakljucˇiti kako je investicija u drugu imovinu savrsˇena zasˇtita od
investicije u prvu imovinu. Dodusˇe, ova terminologija ima viˇse smisla
kod tzv. marked-to-market pristupa evaluacije, gdje bi porast trzˇiˇsne
vrijednosti jednog od kredita odmah znacˇio, uz pretpostavku ρ = −1,
smanjenje trzˇiˇsne vrijednosti drugog kredita. No, iz (1.3.1) slijedi da
je ULPF = 0, sˇto znacˇi da investiranje u drugu imovinu uz ρ = −1
potpuno eliminira rizik prve imovine.
1.3.1 Ekonomski kapital
Postoji vjerojatnost da gubitci prijedu ocˇekivani gubitak za viˇse od stan-
dardne devijacije gubitka portfelja. Zbog toga trazˇimo druge nacˇine kvantifi-
ciranja rizicˇnog kapitala, pri tome uzimajuc´i u obzir ciljanu razinu statisticˇke
pouzdanosti.
Najcˇesˇc´i nacˇin kvantificiranja rizicˇnog kapitala je koncept ekonomskog ka-
pitala EC, nazvanog josˇ i Capital at Risk (CaR) ili kreditni Value-at-Risk
(VaR) u literaturi.
Definicija 1.14. Za propisanu razinu pouzdanosti α EC je definiran kao
α-kvantil gubitka portfelja L˜PF minus ocˇekivani gubitak portfelja:
ECα = qα − ELPF ,
pri cˇemu je qα α-kvantil od L˜PF , odreden s:
qα = inf{q > 0 | P[L˜PF ≤ q] ≥ α}
Primjerice, ako je razina pouzdanosti α = 99.98%, onda c´e kapital ECα biti
dovoljan za pokrivanje neocˇekivanih gubitaka za 9, 988 od 10, 000 godina,
uz pretpostavku planiranog perioda od jedne godine. Nazˇalost, uz takvu
kalibraciju, s druge strane, mogli bismo ocˇekivati da u 2 od 10, 000 godina
ekonomski kapital EC99.98% nec´e biti dostatan za zasˇtitu banke od insolvent-
nosti. To je losˇa strana kalibracije ekonomskog kapitala pomoc´u kvantila.
Medutim, danas vec´ina vec´ih banaka koristi EC kao njihov interni ’credit
risk’ model.
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Slika 1.1: Funkcija distribucije gubitka portfelja
1.3.2 Distribucija gubitaka
Sve risk velicˇine na razini portfelja se temelje na varijabli gubitka portfelja
L˜PF . Stoga nije iznenadenje da distribucija od L˜PF , tzv. distribucija gubi-
taka portfelja ”igra centralnu ulogu” u upravljanju kreditnim rizikom.
Na slici 1.1 vidimo da sve risk velicˇine kreditnog portfelja mogu biti iden-
tificirane pomoc´u distribucije gubitka portfelja. Ovo je vazˇno zapazˇanje jer
pokazuje da u slucˇajevima gdje distribucija gubitka portfelja mozˇe biti samo
empirijski odredena mozˇemo koristiti empirijske statisticˇke velicˇine umjesto
”
pravih“ risk velicˇina.
U praksi, u susˇtini imamo dva nacˇina za generiranje distribucije gubitka.
Prva metoda se temelji na Monte Carlo simulaciji, a druga na tzv. ana-
liticˇkoj aproksimaciji.
1.3.3 Monte Carlo simulacija gubitaka
U Monte Carlo simulaciji, gubitci su simulirani i prikazani u formi histograma
kako bismo dobili empirijsku distribuciju gubitka portfelja. Empirijska funk-
cija distribucije mozˇe se odrediti na sljedec´i nacˇin:
Pretpostavimo da smo simulirali n potencijalnih gubitaka portfelja L˜
(1)
PF , . . . ,
L˜
(n)
PF , time uzimajuc´i u obzir distribuciju pojedine varijable gubitka i njihove
korelacije1. Tada je empirijska funkcija distribucije gubitka dana s:
F (x) =
1
n
n∑
j=1
1[0,x](L˜
(j)
PF )
1Kasnije c´emo vidjeti da su korelacije pripojene pomoc´u faktorskog modela.
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Slika 1.2: Empirijska funkcija distribucije gubitka portfelja dobivena Monte
Carlo simulacijom. Histogram je baziran na portfelju od 2000 kredita srednje
velikih kompanija.
Slika 1.2 pokazuje oblik funkcije gustoc´e (histogram slucˇajno generiranih
(L˜
(1)
PF ,. . . , L˜
(n)
PF ,)) empirijske distribucije gubitka nekog testnog portfelja.
Iz empirijske distribucije gubitka mozˇemo izvuc´i sve risk velicˇine koje smo
uveli na pocˇetku. Primjerice, α - kvantil distribucije gubitka mozˇemo dobiti
direktno iz L˜
(1)
PF , . . . , L˜
(n)
PF :
Neka
L˜
(i1)
PF ≤ L˜(i2)PF ≤, . . . ,≤ L˜(in)PF ,
α - kvantil qα empirijske distribucije gubitka (za proizvoljnu razinu pouzda-
nosti) dan je s:
qα =
{
αL˜
(i[nα])
PF + (1-α)L˜
(i[nα]+1)
PF ako nα ∈ N
L˜
(i[nα])
PF ako nα /∈ N
gdje [nα] = min{k ∈ {1, . . . , n}| nα ≤ k}.
Ekonomski kapital tada mozˇemo procijeniti s:
ECα = qα − 1
n
n∑
j=1
L˜
(j)
PF .
Analogno, mozˇemo dobiti i ostale risk velicˇine.
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Monte carlo simulacija zahtjeva faktorski model. Sˇto se ticˇe statistike, raz-
log za postojanje faktorskog modela je zˇelja za objasˇnjenjem varijance preko
faktora u pozadini. Iako zˇelimo objasniti i varijabilnost ekonomskog uspjeha
kompanije pomoc´u globalnih pozadinskih utjecaja, dva su glavna razloga po-
trebe za faktorskim modelima.
Prije svega, korelacija izmedu pojedinih varijabli gubitka trebala bi se moc´i
interpretirati u terminima ekonomskih varijabli. Primjerice, veliki gubitak
portfelja mozˇe nastati zbog krize u industriji koja utjecˇe na viˇse kredita u
portfelju. Uz to, faktorski model mozˇe posluzˇiti i kao alat za analizu sce-
narija. Primjerice, postavljenjem industrijskog faktora na odredenu fiksnu
vrijednost, nakon Monte Carlo simulacije mozˇemo promatrati utjecaj krize
ili skoka te industrije.
Drugi razlog za koriˇstenje faktorskih modela je smanjenje kompjuterskog
racˇunanja. Primjerice, za portfelj sa 100, 000 transakcija treba izracˇunati
1
2
× 100, 000 × 99, 000 korelacija. S druge strane, za modeliranje korela-
cija u portfelju pomoc´u faktorskog modela sa 100 indikatora smanjuje broj
ukljucˇenih korelacija za faktor od 1, 000, 000.
1.3.4 Analiticˇka aproksimacija
Strogo govorec´i, analiticˇka aproksimacija mapira promatrani portfelj, s ne-
poznatom distribucijom gubitaka, na ekvivalentni portfelj s poznatom dis-
tribucijom. Distribucija gubitaka ekvivalentnog portfelja se onda uzima kao
zamjena za ”pravu” distribuciju gubitaka originalnog portfelja. U praksi se
to cˇesto radi na sljedec´i nacˇin. Izabere se familija distribucija karakterizirana
s prvim i drugim momentom koja pokazuje tipicˇan oblik (odnosno desno za-
obljena s tesˇkim repom2) distribucije gubitaka kao na slici 1.1.
Iz poznatih karakteristika originalnog portfelja (pr. distribucija rejtinga,
izlozˇenosti, dospijec´a itd.) racˇunamo prvi moment (EL) i procijenimo drugi
moment (UL).
EL originalnog portfelja obicˇno mozˇemo dobiti iz informacija o rajtinzima,
izlozˇenosti i LGD distribuciji portfelja.
Nazˇalost, drugi moment ne mozˇemo izracˇunati bez pretpostavki vezanih uz
korelacije izmedu defaulta u portfelju; vidi jednadzˇbu (1.3.1).
Stoga, primjenjujuc´i jednadzˇbu (1.3.1) uz postavku svih ρij jednakih ρ (pro-
sjecˇna korelacija izmedu defaulta) dobit c´emo procjenu za UL originalnog
2U nasˇoj terminologiji distribucija je tesˇkog repa ako su kvantili, za visoku razinu pouz-
danosti, vec´i od onih normalne distribucije s podudarajuc´im prvim i drugim momentom.
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Slika 1.3: Analiticˇka aproksimacija beta distribucijom.
portfelja.
Sada mozˇemo izabrati iz parametrizirane familije distribucija gubitaka onu
koja najbolje odgovara originalnom portfelju s obzirom na prve i druge mo-
mente.
Ovdje c´emo aproksimirati distribuciju gubitka originalnog portfelja s beta
distribucijom. Drugim rijecˇima, trazˇimo slucˇajnu varijablu:
X ∼ β(a, b),
koja predstavlja postotni gubitak portfelja, tako da parametri a i b rjesˇavaju
sljedec´u jednadzˇbu:
0.003 = E[X] =
a
a+ b
i 0.002252 = V[X] =
ab
(a+ b)2(a+ b+ 1)
(1.3.2)
Prisjetimo se da je funkcija gustoc´e vjerojatnosti ϕX od X dana s:
ϕX(x) = βa,b(x) =
Γ(a+ b)
Γ(a)Γ(b)
xa−1(1− x)b−1
(x ∈ [0, 1]) s prvim i drugim momentima
E[X] =
a
a+ b
i V[X] =
ab
(a+ b)2(a+ b+ 1)
.
a = 1.76944 i b = 588.045 rjesˇavaju jednadzˇbe (1.3.2). Slika 1.3 pokazuje
funkciju gustoc´e tako kalibrirane slucˇajne varijable X.
Analiticˇka aproksimacija uzima slucˇajnu varijablu X kao zamjenu za nepoz-
natu distribuciju gubitka portfelja s kojim smo krenuli. U skladu s tim,
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risk velicˇine originalnog portfelja mogu biti aproksimirane s odgovarajuc´im
velicˇinama slucˇajne varijableX. Primjerice, kvantile distribucije gubitka por-
tfelja dobijemo kao kvantile beta distribucije. S obzirom da je ”prava” distri-
bucija zamjenjena s analiticˇkom, dobro poznatom distribucijom, svi potrebni
izracˇuni mogu se napraviti u djelic´u sekunde. Cijena koju moramo platiti je
ta da su svi izracˇuni podlozˇni znacˇajnom riziku modela. Dodusˇe beta distri-
bucija, kao sˇto mozˇemo vidjeti na slici 1.3, ima oblik distribucije gubitka, ali
postoje razne dvoparametarske familije s funkcijama gustoc´ama koje imaju
tipicˇan oblik distribucije gubitka. Primjerice, neke gamma distribucije i F -
distribucija imaju takav oblik. Nazˇalost, sve su i drukcˇijeg repa tako da ako
jedna vrlo dobro aproksimira nepoznatu distribuciju gubitka portfelja ostale
su automatski losˇ izbor. Stoga, odabir prikladne familije distribucije je izvor
rizika modela. Medutim, postoje neke familije distribucija za koje je u praksi
ustanovljeno da su najbolji izbor za odredene slucˇajeve.
U praksi, analiticˇka aproksimacija mozˇe vrlo uspjesˇno biti primjenjena na
tzv. homogenim portfeljima, odnosno na portfeljima gdje sve transakcije
imaju usporedive karakteristike, primjerice nema koncentracije izlozˇenosti,
vjerojatnosti defaulta su u skladu s nekim umjerenim rangom, samo par in-
dustrija i zemalja (najbolje jedna) itd. Mnogi retail3 portfelji mogu biti,
s dovoljnom preciznosˇc´u, evaluirani analiticˇkom aproksimacijom. S druge
strane, Monte Carlo simulacija velikog portfelja mozˇe trajati nekoliko sati.
Glavna prednost Monte Carlo simulacije je da prezicno obuhvac´a korelacije u
portfelju umjesto oslanjanja na niz pretpostavki. K tome, Monte Carlo simu-
lacija uzima u obzir razlicˇite ’risk’ karakteristike kredita u portfelju. Stoga
je to ”umjetnost” u modeliranju kreditnog rizika i kada se portfelj sastoji od
razlicˇitih transakcija u pogledu kreditnog rizika ne bismo se trebali previˇse
oslanjati na rezultate analiticˇke aproksimacije.
1.3.5 Modeliranje korelacija pomoc´u faktorskih modela
Pretpostavimo da imamo dvije kompanije A i B koje su pozitivno koreli-
rane. Primjerice, neka je A DaimlerChrysler i B neka je BMW. Mogli bismo
uzeti automobilsku industriju kao temeljni faktor koji ima znacˇajan utjecaj
na ekonomsku buduc´nost kompanija A i B. Naravno, vjerojatno postoje i
drugi faktori koji utjecˇu na rizik od A i B. Primjerice, DaimlerChrysler je u
odredenoj mjeri pod utjecajem faktora za Njemacˇku, SAD i eventualno nekih
faktora koji ukljucˇuju avio i financijske kompanije. BMW je sigurno koreli-
ran s faktorom za Njemacˇku i vjerojatno s josˇ nekim faktorima. Medutim,
3Stanovniˇstvo.
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kljucˇna tocˇka je da faktorski model daje nacˇin kako izraziti korelaciju izmedu
A i B iskljucˇivo putem korelacija sa zajednicˇkim faktorima. Pretpostavimo da
se automobilska industrija nade u financijskim potesˇkoc´ama. Tada mozˇemo
ocˇekivati da se i kompanije A i B nadu pod pritiskom jer su povezane s
automobilskom industrijom. Dio volatilnosti financijskog uspjeha kompanije
povezanog sa sistemskim faktorima kao sˇto su industrija ili drzˇava naziva
se sistemski rizik kompanije. Dio volatilnosti koji ne mozˇe biti objasˇnjen
sistemskim utjecajima naziva se specificˇni rizik kompanije.
2 Modeliranje koreliranih defaulta
U ovom poglavlju promatrat c´emo default modele iz malo viˇse apstraktnog
kuta gledanja, time pruzˇajuc´i okvir u koji danasˇnji industrijski modeli mogu
biti ugradeni. Pocˇnimo od opc´enitih napomena.
Ponovno, imamo izmjeriv prostor (Ω,F ,P). Bez smanjenja opc´enitosti, uvi-
jek c´emo pretpostaviti valuacijski period od jedne godine. Recimo da proma-
tramo kreditni portfelj koji se sastoji od m ugovornih strana. Svaka ugovorna
strana u portfelju ima rejting Ri i pretpostavimo da znamo vjerojatnost de-
faulta pi koja odgovara rejtingu Ri. Nakon godinu dana rejting promatrane
ugovorne strane mogao se promijeniti. Opc´enito, oznacˇit c´emo rang moguc´ih
rejtinga s {0, . . . , d}, gdje d ∈ N predstavlja default,
Ri ∈ {0, . . . , d} i pi = P[Ri → d],
gdje oznaka R → R′ oznacˇava promjenu rejtinga iz R u R′ tijekom jedne
godine. U ovom odijeljku usredotocˇit c´emo se na tzv. two-state pristup sˇto,u
susˇtini, znacˇi da c´emo se ogranicˇiti na okruzˇenje gdje imamo sljedec´e:
d = 1, Li = Ri ∈ {0, 1}, pi = P[Li = 1].
Two-state modeli nijecˇu moguc´nost promjena ocjena; samo su uzeti u obzir
prelazak na status default ili ”prezˇivljavanje”. Medutim, poopc´enje two-state
modela na multi-state model je vrlo jednostavno.
U drugoj cijelini smo definirali varijable gubitka kao indikatore defaulta.
U kontekstu two-state modela prirodni pristup je pomoc´u Bernoullijevih
slucˇajnih varijabli. CreditMetricsTM i KMV-model koriste ovaj pristup.
Drugi rasˇireni pristup je modeliranje defaulta pomoc´u Poissonovih slucˇajnih
varijabli. CreditRisk+ model je dobro poznati predstavnik takvog pristupa.
U nastavaku c´emo Bernoullijeve slucˇajne varijable oznacˇavati s L, a Poisso-
nove s L′.
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2.1 Bernoullijev model
Vektor slucˇajnih varijabli L = (L1, . . . , Lm) naziva se Bernoullijeva statistika
gubitka, ako su sve marginalne distribucije od L Bernoullijeve:
Li ∼ B(1; pi), tj., Li =
{
1 uz vjerojatnost pi
0 uz vjerojatnost 1− pi
Gubitak od L je definiran4 s:
L =
m∑
i=1
Li resp.
L
m
.
Vjerojatnosti pi = P[Li = 1] se nazivaju vjerojatnosti defaulta od L. Po-
zadina nasˇe terminologije je sljedec´a: Kreditni portfelj je, niˇsta drugo nego,
recimo, m transakcija s odredenim ugovornim stranama. Svaka ukljucˇena
ugovorna strana stvara dva buduc´a dogadaja: ili defaultira ili ”prezˇivi”. U
slucˇaju defaulta duzˇnika i varijabla Li jednaka je 1, a u slucˇaju prezˇivljavanja
Li = 0. Varijabla L definirana gore se tada naziva gubitak portfelja.
Prije nego krenemo na zanimljivije slucˇajeve pogledajmo na kratko, kako
bismo obuhvatili sve, poprilicˇno nerealan slucˇaj nezavisnih defaulta. Naj-
jednostavnija varijanta statistike gubitka mozˇe se dobiti pretpostavkom uni-
formne vjerojatnosti defaulta p i nedostatatka zavisnosti izmedu ugovornih
strana. Prezicnije, s ovim pretpostavkama imamo:
Li ∼ B(1; p) i (Li)i=1,...,m nezavisne
U ovom slucˇaju gubitak portfelja je skup nezavisnih, jednako distribuiranih
Bernoullijevih varijabli i stoga ima binomnu distribuciju s parametrima m i
p, L ∼ B(m; p). Ako pretpostavimo da su ugovorene strane i dalje nezavisne,
ali s razlicˇitim vjerojatnostma defaulta,
Li ∼ B(1; pi) i (Li)i=1,...,m nezavisne,
ponovno dobivamo gubitak portfelja L kao skup pojedinih varijabli gubitka,
ali ovog puta s prvim i drugim momentima
E[L] =
m∑
i=1
pi i V[L] =
m∑
i=1
pi(1− pi).
4U nastavku c´emo ponekad pisati L za ukupni gubitak, ali i za postotak gubitka sta-
tistike gubitka. Medutim, iz konteksta c´emo uvijek moc´i odrediti znacˇenje.
15
sˇto slijedi iz E[Li] = pi, V[Li] = pi(1 − pi) i aditivnosti ocˇekivanja, odnosno
varijance5.
Dobro je poznato da u teoriji vjerojatnosti nezavisnost cˇini sve laksˇim. Pri-
mjerice centralni granicˇni teorem, u svojoj najosnovnijoj verziji ima pretpos-
tavku nezavisnosti. Ako bismo pretpostavili nezavisnost ugovorenih strana
u portfelju, mogli bismo, prema centralnom granicˇnom teoremu, pretposta-
viti da je gubitak portfelja (aproksimativno) slucˇajna varijabla s Gaussovom
distribucijom, barem za velike portfelje. Drugim rijecˇima, ne bismo morali
raditi Monte Carlo simulacije jer bi gubitak portfelja bio dan u zatvorenoj
formi s dobro poznatim svojstvima. Nazˇalost, u modeliranju kreditnog rizika
ne mozˇemo ocˇekivati nezavisnost gubitaka. Sˇtoviˇse, ispostavit c´e se da je ko-
relacija centralni izazov. Stoga se sada okrec´emo realnijoj razradi statistike
gubitka.
Krec´emo sa sljedec´im standardnim modelom.
2.1.1 Generaliziran Bernoulli Mixture model
Gubitak portfelja dobivamo iz statistike gubitka L = (L1, . . . , Lm) s Ber-
noullijevim varijablama Li ∼ B(1;Pi). Sada su nam vjerojatnosti defaulta
slucˇajne varijable P = (P1, . . . , Pm) ∼ F, pri cˇemu je F funkcija distribu-
cije s vrijednostima u [0, 1]m. Dodatno, pretpostavljamo da su, uvjetno na
realizaciju p = (p1, . . . , pm) od P varijable L1, . . . , Lm nezavisne. Uvjetnu
nezavisnost gubitaka izrazˇavamo:
Li|Pi=pi ∼ B(1; pi), (Li|P=p)i=1,...,m nezavisne.
Tada imamo:
P[L1 = l1, . . . , Lm = lm]
=
∫
[0,1]m
∏m
i=1 pi
li(1− pi)1−lidF(p1, . . . , pm),
(2.1.1)
gdje je li ∈ {0, 1}. Prvi i drugi momenti od gubitaka Li dani su s:
E[Li] = E[Pi], V[Li] = E[Pi](1− E[Pi]) (i = 1, . . . ,m). (2.1.2)
Prva jednakost je ocˇita iz (2.1.1), a drugu mozˇemo zapisati i kao:
V[Li] = V[E[Li|P]] + E[V[Li|P]]
5Za aditivnost varijence dovoljno je da su slucˇajne varijable u parovima nekorelirane i
integrabilne.
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= V[Pi] + E[Pi(1− Pi)] = E[Pi](1− E[Pi]).
Kovarijanca izmedu gubitaka:
Cov[Li, Lj] = E[LiLj]− E[Li]E[Lj] = Cov[Pi, Pj].
Stoga, korelacija izmedu defaulta u Bernoullijevom mixture modelu je
Corr[Li, Lj] =
Cov[Pi, Pj]√
E[Pi](1− E[Pi])
√
E[Pj](1− E[Pj])
. (2.1.3)
Posljednje dvije pokazuju da je zavisnost izmedu gubitaka u portfelju u pot-
punosti obuhvac´ena strukturom kovarijance multivarijantne distribucije F od
P.
2.1.2 Uniformna vjerojatnost defaulta i uniformna korelacija
Za portfelje gdje su sve izlozˇenosti aproksimativno jednake kada govorimo o
riziku, ima smisla pretpostaviti uniformnu vjerojatnost defaulta i uniformnu
korelaciju izmedu transakcija u portfelju. Retail portfelji i neki portfeljji
manjih banaka su cˇesto vrlo homogene strukture, takve da pretpostavka uni-
formne vjerojatnosti i jednostavne korelacijske strukture ne sˇteti rezultatima
izracˇuna s takvim modelom.
Pretpostavku uniformnosti donose zamjenjive6 Bernoullijeve varijable Li ∼
B(1;P ) sa slucˇajnom vjerojatnosti defaulta P ∼ F , gdje je F funkcija distri-
bucije s vrijednostima u [0, 1]. Pretpostavljamo uvjetnu nezavisnost od Li
′
kao u opc´enitom slucˇaju.
P[L1 = l1, . . . , Lm = lm] =
∫ 1
0
pk(1− p)m−kdF (p).
gdje k =
m∑
i=1
li i li ∈ {0, 1}.
Naravno, za (2.1.2) i (2.1.3) u ovom slucˇaju imamo:
p¯ = P[Li = 1] = E[Li] =
∫ 1
0
pdF (p)
i uniformna korelacija izmedu defaulta dvije razlicˇite ugovorne strane je dana
s:
6(L1, . . . , Lm) ∼ (Lpi(1), . . . , Lpi(m))
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ρ = Corr[Li, Lj] =
P[Li = 1, Lj = 1]− p¯2
p¯(1− p¯)
=
∫ 1
0
p2dF (p)− p¯2
p¯(1− p¯)
Pogledajmo kratko posljedice posljednje jednakosti. Prije svega implicira
Corr[Li, Lj] =
V[P ]
p¯(1− p¯) (sjetimo se: P ∼ F ).
sˇto nam pokazuje da sˇto je vec´a volatilnost od P , vec´a je korelacija izmedu
defaulta u odgovarajuc´oj Bernoullijevoj statistici gubitka. Takoder, implicira
da je zavisnost izmedu Li
′ ili pozitivna ili nula jer su varijance nenegativne.
Drugim rijecˇima, u ovaj model ne mozˇemo implementirati negativne zavis-
nosti izmedu rizika defaulta duzˇnika.
Slucˇaj Corr[Li, Lj] = 0 se dogada ako i samo ako varijanca od F nestaje u
nulu, sˇto u susˇtini znacˇi da nema slucˇajnosti sˇto se ticˇe P . U takvom slucˇaju,
F je Diracova mjera εp¯ koncentrirana u p¯.
Drugi ekstremni slucˇaj, Corr[Li, Lj] = 1, implicira da ili sve ugovorne strane
defaultiraju ili sve prezˇive. Odgovarajuc´a distribucija F od P je tada Ber-
noullijeva distribucija, takva da je P = 1 uz vjerojatnost p¯ i P = 0 uz
vjerojatnost 1− p¯.
Realni scenariji su negdje izmedu ova dva slucˇaja.
2.2 Poissonov model
U ovom slucˇaju, defaulti ugovornih strana i = 1, . . . ,m modelirani su Po-
issonovim slucˇajnim varijablama
Li
′ ∼ Pois(λi), Li′ ∈ {0, 1, 2, . . . }, pi = P[Li′ ≥ 1], (2.2.1)
gdje pi ponovno oznacˇava vjerojatnost defaulta duzˇnika i. Napomena: (2.2.1)
dopusˇta da jedan duzˇnik viˇse puta defaultira. Vjerojatnost da se to dogodi
je
P[Li′ ≥ 2] = 1− e−λi(1 + λi),
sˇto je, uglavnom, mali broj. Primjerice, u slucˇaju λi = 0.01 dobili bismo
P[Li′ ≥ 2] = 0.5 baznih poena (u nastavku bps), odnosno kada simuliramo s
λi = 0.01 mozˇemo ocˇekivati da samo 1 od 20, 000 scenarija nec´e bit primjenjiv
zbog viˇsestrukih defaulta. S druge strane, za duzˇnike s dobrom kvalitetom
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kredita (pr. AAA-duzˇnik s vjerojatnosˇc´u defaulta 0.0002 bps), vjerojatnost
viˇsestrukog defaulta od 0.5 je relativno velik broj.
Intenzitet λi je tipicˇno blizu vjerojatnosti defaulta pi zbog
pi = P[Li′ ≥ 1] = 1− e−λi ≈ λi (2.2.2)
za male vrijednosti od λi. Jednadzˇba (2.2.2) pokazuje da je vjerojatnost
defaulta u jednoj godini jednaka tome da imamo eksponencijalno vrijeme
cˇekanja u prvoj godini.
Opc´enito, suma nezavisnih varijabli L1
′ ∼ Pois(λ1), L2′ ∼ Pois(λ2) ima dis-
tribuciju Pois(λ1 +λ2). Uz pretpostavku nezavisnosti ukupan broj gubitaka
portfelja dan je s:
L′ =
m∑
i=1
Li
′ ∼ Pois
(
m∑
i=1
λi
)
Korelacija je uvedena u model ponovno slijedec´i mixture pristup, ali u ovom
slucˇaju s Poissonovim varijablama.
2.2.1 Generalizirani Poissonov mixture model
Sada je statistika gubitka slucˇajni vektor L = (L1
′, . . . , Lm′) Poissonovih
slucˇajnih varijabli Li
′ ∼ Pois(Λi), gdje je Λ = (Λ1, . . . ,Λm) slucˇajni vek-
tor s funkcijom distribucije F s vrijednostima u [0,∞)m. Dodatno, pret-
postavljamo da su, uvjetno na realizaciju λ = (λ1, . . . , λm) od Λ, varijable
L1
′, . . . , Lm′ su nezavisne:
Li
′|Λi=λi ∼ Pois(λi), (Li′|Λ=λ)i=1,...,m
Imamo:
P[L1′ = l1′, . . . , Lm′ = lm′]
=
∫
[0,∞)m
e−(λ1+···+λm)
m∏
i=1
λi
li
′
li
′!
dF(λ1, . . . , λm),
gdje je li
′ ∈ {0, 1, 2, . . . }. Analaogno Bernoullijevom slucˇaju dobivamo
E[Li′] = E[Λi′] (i = 1, . . . ,m)
V[Li′] = V[E[Li′|Λ]] + E [V[Li′|Λ]] = V[Λi] + E[λi].
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Ponovno imamo Cov[Li
′, Lj ′] = Cov[Λi,Λj] i korelacija izmedu defaulta je
dana s
Corr[Li
′, Lj ′] =
Cov[Λi,Λj]√
V[Λi] + E[Λi]
√
V[Λj] + E[Λj]
Kao i u Bernoullijevom modelu ovo pokazuje da je korelacija iskljucˇivo iza-
zvana pomoc´u funkcije distribucije F slucˇajnog vektora intenziteta Λ.
2.2.2 Uniformni intenzitet defaulta i uniformna korelacija
Analogno Bernoullijevom modelu, mozˇemo uvesti Poissonov uniformni model
restrikcijom na jednu uniformnu intensity varijablu i jednu unformnu kore-
laciju izmedu transakcija u portfelju. Eksplicitno, u Poissonovom slucˇaju
imamo Poissonove varijable Li
′ ∼ Pois(Λ) sa slucˇajnom varijablom intenzi-
teta Λ ∼ F , gdje je F funkcija distribucije s vrijednostima u [0,∞) i Li′-ovi
su uvjetno nezavisne varijable. Imamo:
P[L1′ = l1′, . . . , Lm′ = lm′] =
∫ ∞
0
e−mλ
λ(l
′
1+···+l′m)
l′1! . . . l′m!
dF (λ).
Zbog toga sˇto je, uvjetno na Λ = λ gubitak portfelja ponovno Poissonova
distribucija s intenzitetom mλ, vjerojatnost da se dogodi tocˇno k defaulta
jednaka je
P[L′ = k] =
∫ ∞
0
P[L′ = k|Λ = λ]dF (λ)
=
∫ ∞
0
e−mλ
mkλk
k!
dF (λ)
Vjerojatnost defaulta duzˇnika u portfelju definirana je s
p¯ = P[Li′ ≥ 1] =
∫ ∞
0
P[Li′ ≥ 1|Λ = λ] dF (λ)
=
∫ ∞
0
(1− e−λ) dF (λ).
Imamo:
Corr[Li
′, Lj ′] =
V[Λ]
V[Λ] + E[Λ]
(i 6= j). (2.2.3)
Formula (2.2.3) je posebno intuitivna ako se pogleda u kontekstu disperzije
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Dx =
V[X]
E[X]
za bilo koju slucˇajnu varijablu X
Disperzija Poissonove distribucije je jednaka 1. Mozˇemo interpretirati for-
mulu (2.2.3) tako da kazˇemo da korelacija izmedu broja defaultiranih razlicˇitih
transakcija raste s disperzijom slucˇajne intensity varijable Λ. To vidimo i
kada zapiˇsemo formulu (2.2.3) u obliku
Corr[Li
′, Lj ′] =
DΛ
DΛ + 1
(i 6= j)
Slijedi da porast disperzije povec´ava mixture efekt koji jacˇa zavisnost izmedu
defaulta duzˇnika.
2.3 Bernoulli naspram Poisson mixture modela
Zakon malih brojeva7 implicira da za velike m i mali p
B(m; p) ≈ Pois(pm).
Ako stavimo λ = pm , to pokazuje da, uz pretpostavku nezavisnosti defaulta,
gubitak portfelja L =
∑
Li Bernoullijeve statistike gubitka (L1, . . . , Lm) s
uniformnom vjerojatnosti defaulta p mozˇe biti aproksimiran Poissonovom
varijablom L′ ∼ Pois(λ). Ali, zakon malih brojeva nije nikako dovoljno jak
agrument za, nazˇalost, rasˇireno miˇsljenje kako su Bernoullijev i Poissonov
pristup viˇse manje kompatibilni. Kako bismo pokazali da ovi pristupi imaju
znacˇajnih razlika, vrac´amo se na korelacije izmedu defaulta oba modela. U
Bernoullijevom slucˇaju imamo:
Corr[Li, Lj] =
=
Cov[Pi,Pj ]√
V[Pi]+E[Pi(1−Pi)]
√
V[Pj ]+E[Pj(1−Pj)]
(2.3.1)
A u Poissonovom slucˇaju dobivamo:
Corr[Li
′, Lj ′] =
Cov[Λi,Λj]√
V[Λi] + E[Λi]
√
V[Λj] + E[Λj]
(2.3.2)
Gledajuc´i samo slucˇajne varijable Pi, Pj odnosno Λi,Λj, vidimo da u naziv-
niku od (2.3.1) i (2.3.2) usporedujemo
7Tj., aproksimacija binomne distribucije pomoc´u Poissonove distribucije.
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V[Pi] + E[Pi(1− Pi)] = V[Pi] + E[Pi]− E[Pi2]
s V[Λi] + E[Λi].
(2.3.3)
Radi jednostavnosti pretpostavimo na trenutak da Pi i Λi imaju iste prve
i druge momente. U tom slucˇaju jednadzˇba (2.3.3) kombinirana s (2.3.2) i
(2.3.1) pokazuje da Bernoullijev model uvijek inducira vec´u korelaciju izmedu
defaulta od Poisonovog modela. Medutim, vec´e korelacije rezultiraju tezˇim
repovima odgovarajuc´ih distribucija gubitaka. Drugim rijecˇima, uz jednak
prvi i drugi moment od Pi i Λi , ocˇekivanja od Li i Li
′ c´e biti jednaka, ali
c´e varijanca od Li
′ uvijek nadilaziti varijancu od Li, time inducirajuc´i nizˇe
korelacije.
2.4 Neki industrijski modeli
2.4.1 CreditMetricsTM i KMV-Model
Napomena: Za oba modela promatrat c´emo samo ”default-only mode” time
ignorirajuc´i cˇinjenicu da oba modela ukljucˇuju ”mark-to-model pristup”. U
’default-only mode”-u oba modela su Bernoulli modeli, gdje se donosi odluka
o tome je li kompanija defaultirala ili ne usporedujuc´i vrijednost imovine
kompanije u odredenom promatranom periodu s nekim kriticˇnim pragom.
Ako je vrijednost imovine pala ispod te vrijednosti u nekom trenutku u tom
periodu tada se za tu kompaniju smatra da je defaultirala. Matematicˇkim
rijecˇnikom, za m ugovornih strana oznacˇit c´emo vrijednost njihove imovine
u promatranom periodu t = T s AT
(i). Pretpostavit c´emo da za svaku kom-
paniju i postoji kriticˇni prag Ci takav da je kompanija defaultirala u periodu
[0, T ] ako i samo ako AT
(i) < Ci. U okviru Bernoulli modela statistika gu-
bitka AT mozˇe se promtrati kao latentna varijabla bitna za nastanak statusa
defaulta.
Li = 1{AT (i)<Ci} ∼ B
(
1;P[AT (i) < Ci]
)
(i = 1, . . . ,m) (2.4.1)
U oba modela se pretpostavlja da proces vrijednosti imovine ovisi o nekim
temeljnim faktorima koji odrazˇavaju industrijske i regionalne utjecaje, time
utjecˇuc´i na ekonomsku buduc´nost kompanije.
Log-povrati vrijednosti imovine nakon standardizacije8
8Pomaknuti i skalirani kako bismo dobili slucˇajnu varijablu s ocˇekivanjem nula i stan-
dardnom devijacijom 1.
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ri = RiΦi + εi (i = 1, . . . ,m). (2.4.2)
Ovdje, Φi se naziva kombinirani faktor kompanije i, jer je u multi-faktorskom
modelu vagana suma nekoliko faktora. Ova jednadzˇba je, niˇsta drugo nego,
standardna linearna regresija gdje koeficjent osjetljivosti, βi, predstavlja li-
nearnu korelaciju od ri i Φi. Varijabla εi je rezidual, odnosno gresˇka kod
zamjene ri s βiΦi. S obzirom da Mertonov model zˇivi u log-normalnom
”svijetu”, r = (r1, . . . , rm) ∼ N(µ,Γ) je multivarijantna s Gaussovom dis-
tribucijom i korelacijskom matricom Γ. Φi i εi su normalno distribuirani.
Takoder, Φi je nezavisno od εi za svaku ugovornu stranu i. Dodatno, rezidu-
ali εi su nekorelirani
9. Stoga su povrati ri iskljucˇivo korelirani pomoc´u svojih
kombiniranih faktora. Φi je zato sistemski dio od ri.
Koeficjent determinacije Ri
2 nam kazˇe koliko se volatilnosti od ri mozˇe objas-
niti volatilnosˇc´u od Φi. Kako je Φi kombinacija sistemskih utjecaja (indus-
trijski i regionalni), Ri
2 kvantificira sistemski rizik ugovorne strane i.
U CreditMetricsTM , kao i u KMV-Modelu, log-povrati su normalno distribu-
irani tako da, zbog standardizacije, imamo
ri ∼ N(0, 1), Φi ∼ N(0, 1), i εi ∼ N(0, 1−Ri2).
Sada mozˇemo (2.4.1) zapisati kao
Li = 1{ri<ci} ∼ B(1;P[ri < ci]) (i = 1, . . . ,m) (2.4.3)
Primjenjujuc´i (2.4.2), uvjet ri < ci mozˇemo zapisati
εi < ci −RiΦi (i = 1, . . . ,m).
Sada, u oba modela standardni period je T = 1 godina. Ako oznacˇimo
vjerojatnost da duzˇnik i defaultira u godinu dana s pi, prirodno imamo pi =
P[ri < ci]. S obzirom da je ri ∼ N(0, 1) dobivamo
ci = N
−1[pi] (i = 1, . . . ,m),
gdje N [·] oznacˇava kumulativnu standardnu normalnu funkciju distribucije.
Skaliranjem kako bismo dobili standardnu devijaciju od 1 imamo
ε˜i <
N−1[pi]−RiΦi√
1−Ri2
, ε˜i ∼ N(0, 1)
Uzimajuc´i u obzir da je ε˜i ∼ N(0, 1), dobivamo sljedec´u reprezentaciju jed-
nogodiˇsnje vjerojatnosti defaulta duzˇnika i uvjetno na faktor Φi:
9U slucˇaju Gaussian varijabli nekorelirane je jednako nezavisne.
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pi(Φi) = N
[
N−1[pi]−RiΦi√
1−Ri2
]
(i = 1, . . . ,m) (2.4.4)
Jedini slucˇajni dio je kombinirani faktor Φi. Uvjetno na Φi = z, dobivamo
uvjetnu jednogodiˇsnju vjerojatnost defaulta:
pi(z) = N
[
N−1[pi]−Riz√
1−Ri2
]
.
Kombinirano s (2.4.3) vidimo da se nalazimo u Bernoulli mixture okruzˇenju.
Mozˇemo specificirati distribuciju gubitka portfelja s vjerojatnostima:
P [L1 = l1, . . . , Lm = lm]
=
∫
[0,1]m
m∏
i=1
qi
li(1− qi)1−lidF(q1, . . . , qm),
gdje je funkcija distribucije F sada eksplicitino dana s:
F(q1, . . . , qm) = Nm[p1
−1(q1), . . . , pm−1(qm); Γ],
gdje Nm[·; Γ] oznacˇava kumulativnu multivarijantnu centriranu Gaussovu dis-
tribuciju s korelacijskom matricom Γ.
U slucˇaju da su kombinirani faktori reprezentirani vaganom sumom indus-
trijskih i regionalnih indikatora (Ψj)j=1,...,J :
Φi =
J∑
j=1
ωijΨj
imamo:
pi(z) = N
[
N−1[pi]−Ri(ωi1ψ1 + · · ·+ ωiJψJ)√
1−Ri2
]
.
Varirajuc´i ove realizacije mozˇemo napraviti jednostavan stress test scenarij
kako bismo vidjeli utjecaj promjena u industrijskim i regionalnim indikato-
rima na vjerojatnost defaulta duzˇnika.
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Slika 2.1: Gamma distribucija za (α, β) ∈ {(2, 1/2), (5, 1/5)}
2.4.2 CreditRisk+
CreditRisk+ model je razvila investicijska banka Credit Suisse Financial Pro-
ducts (CSFP). Ovaj model potpuno se razlikuje od CreditMetricsTM . Mogli
bismo rec´i da je tipicˇni reprezentant grupe Poisson mixture modela. Kao
mixture distribuciju CreditRisk+ uzima gamma distribuciju. Prisjetimo se
da je gamma distribucija definirana s vjerojatnosnom gustoc´om:
γα,β(x) =
1
βαΓ(α)
e−x/βxα−1 (x ≥ 0),
gdje Γ(·) oznacˇava10 gamma funkciju. Prvi i drugi moment slucˇajne varijable
Λ:
E[Λ] = αβ, V[Λ] = αβ2;
vidi sliku 2.1 za ilustraciju gamma funkcije gustoc´e.
Umjesto faktorskog modela CreditRisk+ implementira tzv. sektorski model.
Dopusˇta korelaciju putem dijeljenja portfelja u homogene sektore unutar ko-
jih je na isti nacˇin neophodno podijeliti sistemske faktore rizika. Javlja se
problem procjene velikog broja korelacija, ali se taj problem rjesˇava upotre-
bom multifaktorskog modela, gdje se kalkulativni zahtjevi svode na procjene
korelacija medu parovima indeksa vezanih za nekoliko zemalja ili industrija.
Svaki sektor s ∈ {1, . . . ,mS} ima svoj intenzitet s gamma distribucijom
Λ(s) ∼ Γ(αs, βs), gdje za varijable Λ(1), . . . ,Λ(mS) imamo pretpostavku neza-
visnosti.
Sada, pretpostavimo da imamo kreditni portfelj odm kredita danihm razlicˇitih
duzˇnika. U sektorskom modelu CreditRisk+-a za svaki i tezˇine ωis ≥ 0 i∑mS
s=1 ωis = 1, tako da ωis odrazˇava osjetljivost intenziteta defaulta duzˇnika
10Takoder c´emo pisati X ∼ Γ(α, β) za bilo koju slucˇajnu varijablu X s gamma distribu-
cijom s parametrima α i β. Dodatno, koristimo Γ za korelacijsku matricu multivarijantne
normalne distribucije. Medutim, iz konteksta c´e biti jasno trenutno znacˇenje simbola.
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i na sistemski rizik defaulta koji proizlazi iz sektora s. Rizik sektora je obu-
hvac´en dvama parametrima: Prvi je ocˇekivanje intenziteta defaulta sektora,
λ(s) = E[Λ(s)] = αsβs;
Drugi je volatilnost intenziteta defaulta
σ(s) = V[Λ(s)] = αsβs2.
Za svakog duzˇnika i imamo intenzitet defaulta Λi s ocˇekivanjem E[Λi] = λi.
Parametrizacija sektora od Λi je sljedec´a:
Λi =
mS∑
s=1
ωisλi
Λ(s)
λ(s)
(i = 1, . . . ,m); (2.4.5)
sˇto pokazuje da su dva duzˇnika korelirana ako i samo ako postoji barem
jedan sektor takav da oba duzˇnika imaju pozitivnu tezˇinu s obzirom na taj
sektor. Samo u takvim slucˇajevima duzˇnici imaju zajednicˇki izvor sistemskog
rizika defaulta. Jednadzˇba je konzistentna s pretpostavkom da je λi jednaka
ocˇekivanom intenzitetu defaulta duzˇnika i. Tada je rizik defaulta duzˇnika i
modeliran s Poissonovom slucˇajnom varijablom Li
′ sa slucˇajnim intenzitetom
Λi.
Bilo koji uvjetni intenzitet duzˇnika i koji proizlazi iz realizacija θ1, . . . , θmS
sektorskih intenziteta defaulta Λ(1), . . . ,Λ(mS) generira uvjetnu jednogodiˇsnju
vjerojatnost defaulta pi(θ1, . . . , θmS) duzˇnika i postavljajuc´i
pi(θ1, . . . , θmS) = P[Li′ ≥ 1|Λ1 = θ1, . . . ,ΛmS = θmS]
= 1− e−λi
∑mS
s=1 ωisθs/λ(s) .
Oznacˇimo s L′ slucˇajnu varijablu koja predstavlja broj defaulta u portfelju.
Vec´ smo spomenuli da je CreditRisk+ Poissonov mixture model. Eksplici-
tino, L′ je Poissonova varijabla sa slucˇajnim intenzitetom Λ(1) + · · ·+ Λ(mS).
Dodatno, prirodno ocˇekujemo dobiti da je broj defaulta portfelja zbroj defa-
ulta pojedinih duzˇnika i zaista (2.4.5) je konzistentno s L′ = L′1 + · · · + L′m
kad definiramo ocˇekivanje intenziteta sektora s
λ(s) =
m∑
i=1
ωisλi ;
”Trik” koji CreditRisk+ koristi kako bi dobili distribuciju defaulta portfelja
je analiza sektora. Naime, ispada da je, ako znamo distribuciju defaulta u
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pojedinom sektoru, distribucija defaulta u portfelju skup sektorskih distribu-
cija zbog nezavisnosti varijabli Λ(1), . . . ,Λ(mS). Stoga trebamo samo pronac´i
sektorske distribucije defaulta.
2.4.3 CreditPortfolioView CPV
CPV model razvila je konzultantska kompanija McKinsey & Company. Nje-
gov je fokus na utjecaju makroekonomskih faktora na kreditni rizik portfelja.
Pocˇnimo od opc´enitih napomena koje se ticˇu migracijskih matrica. Migra-
cijska matrica je stohasticˇka matrica u Rn×n gdje n ovisi o broju rejting
klasa. Osnovno zapazˇanje je da vjerojatnosti migracija pokazuju slucˇajne
fluktuacije zbog volatilnosti gospodarskog ciklusa. CPV naziva migracijsku
matricu promatranu u odredenoj godini uvjetna migracijska matrica jer je
uzorkovana uvjetno na gospodarske uvjete promatrane godine. Racˇunajuc´i
prosjek uvjetnih migracijskih matrica uzorkovanih tijekom niza godina daje
nam neuvjetovanu migracijsku matricu koja odrazˇava ocˇekivane migracijske
puteve.
Sada pretpostavimo da imamo neuvjetovanu migracijsku matricu. Oznacˇit
c´emo je s M¯ = (m¯ij) gdje i, j = 1, . . . , 8. Oznacˇimo rejting klase s Ri. Rej-
ting klasa R1 oznacˇava najbolju ocjenu (najbolju kvalitetu kredita), dok je
R8 default, tako da m¯i8 = P[Ri → R8] oznacˇava vjerojatnost da duzˇnik s
ocjenom Ri na pocˇetku godine, defaultira tijekom godine. S obzirom da je
stanje defaulta apsorbirajuc´e imamo m¯8j = 0 za j = 1, . . . , 7 i m¯88 = 1.
Primjetimo da ovdje m¯i8 zamjenjuje pi koji je oznacˇavao jednogodiˇsnju vje-
rojatnost defaulta duzˇnika i.
CPV pretpostavlja da postoji nekoliko risk segmenata koji drugacˇije reagi-
raju na gospodarske uvjete. Primjerice, tipicˇni risk segmenti odnose se na
grupe industrija. Pretpostavit c´emo da postoji mS takvih grupa. Radi jed-
nostavnosti zapisa ogranicˇit c´emo se na jednu godinu. Za svaki segment CPV
simulira uvjetovanu migracijsku matricu temeljenu na prosjecˇnoj migracijskoj
matrici M¯ i tzv. algoritmu pomaka koji se sastoji od tri koraka:
1. Za svaki segment s = 1, . . . ,mS simulira se uvjetna vjerojatnost defa-
ulta ps. Vjerojatnost ps je ista za sve rejting klase.
2. Tzv. risk indeks rs koji predstavlja stanje gospodarstva u svijetlu seg-
menta s.
rs =
ps
p¯s
(s = 1, . . . ,mS),
gdje p¯s oznacˇava neuvjetovanu vjerojatnost defaulta segmenta s.
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3. Uvjetna migracijska matricaM (s) = (mij
(s)) za segment s uz (p1, . . . , pmS)
definirana je s:
mij
(s) = αij(rs − 1) + m¯ij (s = 1, . . . ,mS). (2.4.6)
gdje su αij koeficjenti pomaka. Racˇunajuc´i zbroj retka ”pomaknute”
migracijske matrice dobivamo:
8∑
j=1
mij
(s) = (rs − 1)
8∑
j=1
αij +
8∑
j=1
m¯ij.
Kako bi osigurali da je matrica M (s) stohasticˇka, CPV pretpostavlja∑8
j=1 αij = 0. Ako mij
(s) ispadne negativna CPV takve vrijednosti
postavlja na nulu. U takvim slucˇajevima potrebna je renormalizacija
redaka od M (s) kako bi se dobila stohasticˇka matrica. (αij) ”pomak-
nute” matrice trebaju zadovoljavati i sljedec´e uvjete:
αij ≥ 0 za i < j i αij ≤ 0 za i > j. (2.4.7)
Primjenjujuc´i uvjete (2.4.7) na formulu (2.4.6) mozˇemo razlikovati tri razlicˇita
slucˇaja:
• rs < 1 :
U tom slucˇaju imamo ekspanziju gospodarstva i potencijal za manjim
brojem smanjivanja ocjena i vec´im brojem povec´anja ocjena.
• rs = 1 :
Ovo je prosjecˇni makroekonomski scenarij. U takvim slucˇajevima ko-
eficjenti pomaka nestaju u nulu tako da se vjerojatnosti mij
(s) slazˇu s
vjerojatnostima m¯ij za sve kombinacije i i j.
• rs > 1 :
Ovaj scenarij se odnosi na recesiju te imamo vec´i potencijal za smanji-
vanje ocjena.
3 Jednofaktorski/jednosektorski model i radni
primjer
3.1 CredtMetricsTM/KMV jednofaktorski model
Jednofaktorski model u kontekstu CredtMetricsTM i KMV je opisan ako spe-
cificiramo (2.4.2) i (2.4.4) na slucˇaj samo jednog faktora zajednicˇkog svim
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Slika 3.1: CreditMetricsTM/KMV jednofaktorski model: Uvjetna vjerojat-
nost defaulta kao funkcija realizacije Y = y.
ugovornim stranama, time pretpostavljajuc´i da je korelacija aktive izmedu
duzˇnika uniformna. Eksplicitno, to znacˇi da su kombinirani faktori Φi za sve
duzˇnike jednaki jednom faktoru kojeg obicˇno oznacˇimo s Y ∼ N(0, 1). K
tome, (2.4.2) sad mozˇemo zapisati11
ri =
√
%Y +
√
1− %Zi (i = 1, . . . ,m),
gdje
√
1− %Zi, pri cˇemu Zi ∼ N(0, 1), preuzima ulogu reziduala εi i % je
uniformna korelacija aktive izmedu log-povrata i ri ∼ N(0, 1). U jedno-
faktorskim modelima uniformna korelacija aktive % je jednaka koeficjentu
determinacije. Kao prije, pretpostavljamo da reziduali Zi cˇine nezavisnu fa-
miliju i da su nezavisni od faktora Y .
Uz ove pretpostavke, jednadzˇba (2.4.4) sada postaje:
pi(Y ) = N
[
N−1[pi]−√%Y√
1− %
]
(i = 1, . . . ,m). (3.1.1)
Propozicija 3.1. U jednofaktorskom modelu s uniformnom korelacijom ak-
tive % i statistikom gubitka (L1, . . . , Lm) s Li ∼ B(1; pi(Y )), gdje je pi de-
finirana s (3.1.1), zajednicˇka vjerojatnost defaulta dva duzˇnika je dana s
bivarijantnim normalnim integralom
11Opc´enitije, mozˇemo pisati %i umjesto %. Takoder,
√
% ovdje zamjenjuje Ri u (2.4.2).
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JDPij = P[Li = 1, Lj = 1] = N2[N−1[pi], N−1[pj]; %],
gdje N2[·, ·; %] oznacˇava kumulativnu bivarijantnu normalnu funkciju distri-
bucije s korelacijom %.
Dokaz. Zajednicˇka vjerojatnost defaulta se mozˇe izracˇunati kao
P[Li = 1, Lj = 1] = P(ri < N−1[pi], rj < N−1[pj]).
Po konstrukciji, korelacija izmedu log-povrata vrijednosti imovine ri, rj ∼
N(0, 1) je % sˇto dokazuje propoziciju.
Sada zˇelimo dokazati da s rastuc´im portfeljem velicˇine m distribucija gubi-
taka portfelja konvergira granicˇnoj distribuciji. Oznacˇimo s
Ei = EADi × LGDi
izlozˇenost u slucˇaju da duzˇnik defaultira. LGD vrijednosti su nam slucˇajne,
a EAD vrijednosti deterministicˇke (odnosno fiksne). Takoder, nec´emo is-
kljucˇiti da, na neki nacˇin, LGD vrijednosti ovise o stanju u gospodarstvu Y .
Promatramo Bernoulli mixture model takav da su ugovorne strane modeli-
rane slucˇajnim varijablama
EiLi, Li ∼ B(1; pi(Y )), Y ∼ N(0, 1), (3.1.2)
((LGDi × Li)|Y=y))i=1,...,m nezavisne,
Posljednji uvjet u (3.1.2) znacˇi da pretpostavljamo uvjetnu nezavisnost gu-
bitaka umjesto nezavisnost indikatora defaulta. U nastavku c´emo pisati
ηi = LGDi.
Za portfelj s m duzˇnika12 gubitak portfelja u odnosu na ukupnu izlozˇenost
dan je s
L = L(m) =
m∑
i=1
ωiηiLi gdje ωi =
EADi∑m
j=1 EADj
.
12Ovdje c´emo napraviti jednostavnu pretpostavku da je broj kredita jednak broju
duzˇnika. To mozˇemo postic´i agregacijom razlicˇitih kredita jednog duzˇnika u jedan kredit.
Obicˇno su DP, EAD i LGD takvog kredita exposure-weighted prosjek.
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Pretpostavka 3.2. Pretpostavimo beskonacˇan broj kredita s izlozˇenosti
EADi. Pretpostavljamo da vrijedi sljedec´e:
m∑
i=1
EADi ↑ ∞ (m→∞),
∞∑
m=1
(
EADm∑m
i=1 EADi
)2
<∞
Prvi uvjet nam kazˇe da ako raste broj duzˇnika ukupna izlozˇenost portfe-
lja strogo raste u beskonacˇno. Drugi uvjet implicira da se porastom broja
duzˇnika tezˇine izlozˇenosti vrlo brzo smanjuju. Sveukupno, ovo osigurava da
udio izlozˇenosti svakog kredita tezˇi u nulu.
Primjer 3.3. Uz pretpostavku a ≤ EADi ≤ b za neke 0 < a ≥ b i sve i
dobivamo
m∑
i=1
EADi ≥ ma ↑ ∞ (m→∞)
∞∑
m=1
(
EADm∑m
i=1 EADi
)2
≤
∞∑
m=1
b2
m2a2
=
b2
a2
∞∑
m=1
1
m2
<∞,
tako da je pretpostavka (3.2) zadovoljena.
Sada mozˇemo dokazati sljedec´u propoziciju.
Propozicija 3.4. Pretpostavka (3.2) je dovoljna da zakljucˇimo da su u li-
mesu postotni gubitak portfelja L(m) i uvjetno ocˇekivanje E[L(m)|Y ] gotovo
sigurno jednaki
P
[
lim
m→∞
(
L(m) − E[L(m)|Y ]) = 0] = 1
Dokaz. Fiksirajmo y ∈ R. Definiramo uvjetnu vjerojatnost Py s
Py(·) = P [· |Y = y].
Pogledajmo slucˇajnu varijablu
Xk = EADk(ηkLk − E[ηkLk|Y ]).
S obzirom na Py, (Xk)k≥1 su nezavisne. Sada definiramo τm =
∑m
i=1 EADi
tako da (τm)m≥1 pozitivan, strogo rastuc´i niz. Ako bismo mogli dokazati
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∞∑
k=1
1
τk2
E[Xk2] <∞
tada bi iz jakog zakona velikih brojeva slijedilo
lim
m→∞
1
τm
m∑
k=1
Xk = 0 Py − g.s.
Iz pretpostavke (3.2) dobivamo
∞∑
k=1
1
τk2
E[Xk2] ≤
∞∑
k=1
4× EADk2
τk2
<∞
zbog uniformne ogranicˇenosti od (ηkLk − E[ηkLk|Y ]). Sada mozˇemo pisati
P
[
lim
m→∞
(L(m) − E[L(m)|Y ]) = 0|Y = y
]
= 1 za svaki y ∈ R.
Ali onda gotovo sigurno imamo konvergenciju
P
[
lim
m→∞
(L(m) − E[L(m)|Y ]) = 0
]
=
=
∫
P
[
lim
m→∞
(L(m) − E[L(m)|Y ]) = 0|Y = y
]
dPY (y) = 1
Korolar 3.5. U slucˇaju da (ηiLi)i≥1 nisu samo uvjetno nezavisne nego i
jednako distribuirane, mozˇemo preoblikovati propoziciju 3.4 na sljedec´i nacˇin:
Postoji izmjeriva funkcija p : R → R takva da za m → ∞ gubitak portfelja
L(m) konvergira gotovo sigurno prema p ◦ Y . Dodatno, p ◦ Y je jednako
E[η1L1|Y ] g.s.
Dokaz. Kako je uvjetno ocˇekivanje E[L(m)|Y ] po definiciji σ(Y )-izmjerivo,
pri cˇemu σ(Y ) oznacˇava σ-algebru generiranu s Y , postoji izmjeriva funkcija
p : R → R s E[L(m)|Y ] = p ◦ Y . Uz propoziciju (3.4) i pretpostavku da su
svi gubitci jednako distribuirani slijedi tvrdnja.
Vazˇan zakljucˇak koji proizlazi iz gornjih rezultata je taj da slucˇajna va-
rijabla ogranicˇenja gubitka L(m) ovisi jedinstveno o slucˇajnosti faktora Y.
Povecˇavajuc´i broj duzˇnika u portfelju, specificˇni rizik je maknut tako da u
limesu u portfelju ostaje samo sistemski rizik iz volatilnosti faktora Y .
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Sada mozˇemo primjeniti nasˇe rezultate na uniformne portfelje. Neka pi = p
za sve duzˇnike i, tako da su ispunjene pretpostavke propozicije (3.4). U
CreditMetricsTM , odnosno KMV, faktor Y i reziduali Z1, Z2, . . . imaju stan-
dardnu normalnu distribuciju. Radi jednostavnosti pretpostavit c´emo kons-
tantne LGD vrijednosti (ηi = 100%). Funkcija p iz korolara (3.5) mozˇe se
eksplicitino izvesti primjenjujuc´i jednadzˇbu (3.1.1) i uzimajuc´i u obzir da
smo u okviru Bernoulli modela
E[L(m)|Y ] =
m∑
i=1
ωiE[Li|Y ] = N
[
N−1[p]−√%Y√
1− %
]
=: p(Y ),
tako da iz propozicije slijedi
L(m)
m→∞−−−→ p(Y ) = N
[
N−1[p]−√%Y√
1− %
]
g.s. (3.1.3)
Za portfelj s dovoljno velikimm koji zadovoljava pretpostavku (3.2), postotna
stopa defaultiranih kredita uz stanje gospodarstva Y = y je aproksimativno
jednaka uvjetnoj vjerojatnosti defaulta p(y).
Sada zˇelimo izvesti kumulativnu funkciju distribucije i funkciju gustoc´e vari-
jable ogranicˇenja gubitka p(Y ), Y ∼ N(0, 1), s p(·) kao u (3.1.3). Obiljezˇimo
postotak defaulta u tzv. beskonacˇno fino granuliranom portfelju s L. Tada
imamo za svaki 0 ≤ x ≤ 1
P[L ≤ x] = P[p(Y ) ≤ x] (3.1.4)
= P
[
−Y ≤ 1√
%
(
N−1[x]
√
1− %−N−1[p]
)]
= N
[
1√
%
(
N−1[x]
√
1− %−N−1[p]
)]
.
U nastavku c´emo ovu funkciju distribucije oznacˇiti s
Fp,%(x) = P[L ≤ x] (x ∈ [0, 1]) .
Odgovarajuc´u funkciju gustoc´e mozˇemo izvesti racˇunajuc´i Fp,%(x)
fp,%(x) =
∂Fp,%(x)
∂x
=
√
1− %
%
×
× exp
(
− 1
2%
(
(1− 2%)(N−1[x])2 − 2
√
1− %N−1[x]N−1[p] + (N−1[p])2
))
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Slika 3.2: Funkcija gustoc´e fp,% za razlicˇite kombinacije od pi%.
=
√
1− %
%
exp
(
1
2
(
N−1[x]
)2 − 1
2%
(
N−1[p]−
√
1− %N−1[x]
)2)
.
Slika (3.2) prikazuje funkcije gustoc´e fp,% za razlicˇite vrijednosti od p i %.
Mozˇemo naslutiti da bi trebalo postojati neko razumno ogranicˇenje za fp,%.
Zaista, mozˇemo lako dokazati sljedec´u propoziciju:
Propozicija 3.6. Postoje cˇetiri krajnja slucˇaja s obzirom na krajnje vrijed-
nosti parametara p i %.
1. % = 0 :
Ovo je slucˇaj u kojem nemamo korelacije, s varijablama gubitka
Li = 1{ri=Zi<N−1[p]} ∼ B(1; p),
U ovom slucˇaju gubitak portfelja
∑
Li ima binomnu distribuciju,
∑m
i=1 Li ∼
B(m;mp) i postotni gubitak portfelja Lm konvergira gotovo sigurno po
argumentima analogno propoziciji 3.4 prema p. Stoga je fp,0 funkcija
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gustoc´e13 degenerirane distribucije14 koncentrirane u p. Ovo je prika-
zano na prvom grafu na slici 3.2 gdje gotovo iˇscˇezavajuc´a korelacija
(% = 1 bps) daje fp,%.
2. % = 1 :
U ovom slucˇaju imamo savrsˇenu korelaciju izmedu svih varijabli gubitka
u portfelju. Tada mozˇemo zamijeniti Lm s L1 ∼ B(1; p) koja viˇse nije
zavisna od m. Stoga je granicˇni (m → ∞) postotni gubitak portfelja
L takoder Bernoulli B(1; p), tako da vrijedi P[L = 1] = p i = P[L =
0] = 1− p. Slucˇaj gotovo savrsˇene korelacije vidimo na cˇetvrtom grafu
(p = 30 bps, % = 99.99%).
3. p = 0 :
Svi duzˇnici gotovo sigurno prezˇive, tako da je P[L = 0] = 1.
4. p = 1 :
Svi duzˇnici gotovo sigurno defaultiraju, tako da je P[L = 1] = 1.
Dokaz se mozˇe pronac´i u [1, Propozicija 2.5.7]
Za beskonacˇno fino granulirane portfelje je vrlo lako izracˇunati kvantile za
bilo koju razinu pouzdanosti.
Propozicija 3.7. Za bilo koju razinu pouzdanosti α, α-kvantil qα(L) slucˇajne
varijable L ∼ Fp,% dan je s
qα(L) = p (−qα(Y )) = N
[
N−1[p] +
√
%qα(Y )√
1− %
]
gdje je Y ∼ N(0, 1) i qα(Y ) oznacˇava α-kvantil standardne normalne distri-
bucije.
Dokaz. Funkcija p(·) je strogo padajuc´a funkcija, kao sˇto je prikazano na slici
2.1.2, iz cˇega slijedi
P [L ≤ p(−qα(Y ))] = P [p(Y ) ≤ p(−qα(Y ))]
= P [Y ≥ −qα(Y )] = P [−Y ≤ qα(Y )] ,
uzimajuc´i u obzir (3.1.4). Slijedi tvrdnja.
Prema definiciji, neocˇekivani gubitak UL je standardna devijacija distribucije
gubitka portfelja. U sljedec´oj propoziciji c´emo izracˇunati UL beskonacˇno fino
granuliranog portfelja.
13Tocˇnije, delta distribucija.
14Preciznije, govorimo o Diracovoj mjeri.
35
Propozicija 3.8. Prvi i drugi moment slucˇajne varijable L ∼ Fp,% su dani s
E[L] = p, i V[L] = N2
[
N−1[p], N−1[p]; %
]− p2.
Dokaz. Da je prvi moment jednak p slijedi iz konstrukcije od Fp,%. Sˇto se ticˇe
drugog momenta, piˇsemo V[L] = E[L2]−E[L]2. Vec´ znamo da je E[L]2 = p2.
Stoga jedino preostaje pokazati da je E[L2] = N2 [N−1[p], N−1[p]].
Oznacˇimo s X1, X2 ∼ N(0, 1) dvije nezavisne, standardne normalne slucˇajne
varijable, nezavisne od slucˇajne varijable
X =
N−1[p]−√%Y√
1− % ∼ N(µ, σ
2)
s µ =
N−1[p]√
1− %, σ
2 =
%
1− %.
Za funkciju gustoc´e od X piˇsemo gµ,σ2 . Tada mozˇemo E[L2] zapisati kao:
E[L2] = E[p(Y )2] = E[N(X)2]
=
∫
R
P[X1 ≤ X|X = x]P[X2 ≤ X|X = x]dgµ,σ2(x)
=
∫
R
P[X1 ≤ X,X2 ≤ X|X = x]dgµ,σ2(x)
= P[X1 −X ≤ 0, X2 −X ≤ 0].
Varijable Xi −X su normalno distribuirane s ocˇekivanjem i varijancom
E[Xi −X] = −N
−1[p]√
1− % i V[Xi −X] = 1 +
%
1− %.
Korelacija izmedu X1−X i X2−X je jednaka %. Standardizacijom od X1−X
i X2 −X zakljucˇujemo E[L2] = N2[N−1[p], N−1[p]; %].
Uz uniformnu jednogodiˇsnju prosjecˇnu vjerojatnost deafulta p i uniformnu
korelaciju aktive %, tablice Tablica 1 i Tablica 2 prikazuju ekonomski kapital
(EC) s obzirom na razine pouzdanosti α = 99, 5% i α = 99, 98% za be-
skonacˇno fino granulirani portfelj (opisan funkcijom distribucije Fp,%), time
pretpostavljajuc´i LGD= 100%. Analogno, Tablica 3 prikazuje neocˇekivani
gubitak UL za par (p, %).
Na slici 3.3 mozˇemo vidjeti osjetljivost EC-a na odabrane razine pouzdanosti.
Vidimo da, za visoke razine pouzdanosti, svaki bazni poen za koji se povec´a
α ima veliki utjecaj na EC portfelja.
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Tablica 1: Ekonomski kapital ECα za beskonacˇno fino granulirani portfelj
(gubitak portfelja L ∼ Fp,%, za α = 99.5%).
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Tablica 2: Ekonomski kapital ECα za beskonacˇno fino granulirani portfelj
(gubitak portfelja L ∼ Fp,%, za α = 99.98%).
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Tablica 3: Neocˇekivani gubitak UL za beskonacˇno fino granulirani portfelj
(gubitak portfelja L ∼ Fp,%)
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Slika 3.3: Ekonomski kapital ECα u ovisnosti o razini pouzdanosti α.
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Slika 3.4: Negativna binomna distribucija s parametrima (α, β) = (1, 30).
Spomenimo josˇ tzv.multiplikator kapitala (CMα). Definira se kao EC s ob-
zirom na razinu pouzdanosti α u jedinicama od UL (odnosno u jedinicama
standardne devijacije portfelja). Za CM se ponekad pretpostavlja da je kons-
tanta, cˇak i kad se povec´ava portfelj novim ugovorima. Doprinos novog ugo-
vora ukupnom EC je tada dan multiplikatorom od CM. Opc´enito, CM jako
ovisi o odabranoj razini pouzdanosti iz definicije EC-a.
Primjerice, za p = 30 bps (otprilike BBB-rejting) i % = 20% (Basel II pri-
jedlog) (zaokruzˇeni) CM portfelja s varijablom gubitka L ∼ Fp,% je dan s
CM99% ≈ 4%, CM99,5% ≈ 6%, CM99,9% ≈ 10% i CM99,98% ≈ 16% (u ovom
slucˇaju imamo UL od 59 bps).
3.2 CreditRisk+ jednosektorski model
Ako pretpostavimo beskonacˇno mnogo duzˇnika i samo jedan sektor dobivamo
situaciju usporedivu s modelom uniformnog portfelja CreditMetricsTM -a i
KMV-a.
Uz te pretpostavke, gubitak portfelja ima negativnu binomnu distribuciju
NB(α, β) zbog slucˇajnog intenziteta koji ima gamma distribuciju. Ako
oznacˇimo gubitak portfelja s L′ ∼ NB(α, β), distribucija je odredena s
P[L′ = n] =
(
n+ α− 1
n
)(
1− β
1 + β
)α(
β
1 + β
)n
,
gdje su α i β sektor parametri sektora. Ocˇekivanje i varijanca od L′ su:
E[L′] = αβ i V[L′] = αβ(1 + β), (3.2.1)
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Slika (3.4) prikazuje oblik funkcije vjerojatnosti negativne binomne distribu-
cije, s parametrima α = 1 i β = 30. Ocˇekivani gubitak u portfelju je
EL = E[L′] = 1× 30 = 30,
i neocˇekivani gubitak (volatilnost gubitka portfelja) je
UL =
√
V[L′] =
√
1× 30× (1 + 30) = 30.5.
3.3 Usporedba jednofaktorskog i jednosektorskog mo-
dela
Usporedit c´emo Bernoullijev i Poissonov mixture model pomoc´u tipicˇnog
primjera.
Kao predstavnika Bernoulli mixture modela uzet c´emo slucˇajnu varijablu
L ∼ Fp,% koja opisuje postotni gubitak beskonacˇno fino granuliranog portfelja
s uniformnom vjerojatnosti defaulta p i uniformnom korelacijom aktive %.
Jednosektorski CreditRisk+ c´e nam posluzˇiti kao predstavnik Poissonovog
mixture modela. Prirodni nacˇin za kalibraciju modela na zajednicˇkoj osnovi
je podudaranje momenata. Jedan problem s kojim se suocˇavamo ovdje je
taj da L ima vrijednosti u jedinicˇnom intervalu, a L′ generira slucˇajne cijele
brojeve. Rjesˇavamo ovaj problem fiksiranjem velikog broja m, recimo 20, 000
tako da je vjerojatnost P[L′ > m] zanemarivo mala, i transformiranjem L′ u
L˜′ =
L′
m
.
Metoda podudaranje momenata je bazirana na uvjetima
E[L] = E[L˜′] i V[L] = V[L˜′].
Time uvijek krec´emo od nekih p i % koji specificiraju distribuciju od L. Tada
postavljamo
E[L˜′] = p, V[L˜′] = N2
[
N−1[p], N−1[p]; %
]− p2,
primjenjujuc´i propoziciju (3.8). Kao zadnji korak rijesˇit c´emo (3.2.1) za α i
β. Uvijek imamo
α =
m× E[L˜′]2
m× V[L˜′]− E[L˜′] , β =
m× V[L˜′]− E[L˜′]
E[L˜′]
, (3.3.1)
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Tablica 4: Usporedba Bernoullijevog i Poissonovog mixture modela pomoc´u
jednofaktorskog, odnosno jednosektorskog modela.
primjerice, za p = 30 bps, % = 20% i m = 20, 000 primjenjujemo 3.8 za
V[L] = N2
[
N−1[0.003], N−1[0.003]; 0.2
]− 0.0032 = 0.000035095.
Dobivamo neocˇekivani gubitak UL= 59 bps. Primjenjujuc´i formule (3.3.1),
dobivamo
α = 0.26 i β = 232.99.
U tablici Tablica 4 usporedeni su kvantili za visoku razinu pouzdanosti jed-
nofaktorskog, odnosno jednosektorskog modela, s razlicˇitim parametrima.
Ispada da s Bernoullijevim mixture modelom uvijek imamo tezˇe repove nego
s Poissonovim mixture modelom time potvrdujuc´i prije dobivene rezultate.
3.4 Radni primjer
Zakljucˇujemo s radnim primjerom procjene korelacija aktive iz povijesnih po-
dataka ucˇestalosti defaulta. U tablici Tablica 5 mozˇemo vidjeti jednogodiˇsnje
stope defaulta po godinama. Mozˇemo jasno vidjeti da su promatrane frek-
vencije defaulta prilicˇno volatilne. Prirodna interpretacija takve volatilnosti
je postojanje gospodarskog ciklusa.
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Tablica 5: Povijesne frekvencije defaulta od 1970. do 2000. godine prema
Moody agenciji.
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Tablica 6: Kalibracijski rezultati prema regresiji I.
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Tablica 7: Kalibracijski rezultati prema regresiji II.
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Kao parametarski okvir koristimo uniformni model CreditMetricsTM -a i KMV-
a. Tablica 5 ukljucˇuje 6 rejting klasa R1 = Aaa,R2 = Aa, . . . i R6 = B. Za
svaku rejting klasu Ri mozˇemo izracˇunati p¯i i odgovarajuc´u volatilnost iz
povijesnih frekvencija defaulta klase Ri u periodu 1970. − 2000. Rezultat je
prikazan u tablicama Tablica 6 i Tablica 7 u stupcima Mean i Stand.Dev.
S tablicom Tablica 5 imamo problem sˇto nema povijesti defaulta za obvez-
nice vec´eg investicijskog rejtinga. Stoga, koristimo linearnu regresiju. Razli-
kujemo dvije metode:
• Regresija I
Ovdje jednostavno postavimo R1 = Aaa za one koji ”nisu proma-
trani” i srednje p¯1, . . . , p¯6 prikazˇemo eksponencijalnom funkcijom koja
c´e nam dati prilagodene vjerojatnosti defaulta µ1, . . . , µ6 za sve rejting
klase. Nakon toga ponovimo isti postupak s volatilnostima te dobivamo
σq, . . . , σ6. Rezultati su prikazani u Tablica 6.
• Regresija II
Ova metoda krec´e od opazˇanja da klasa Aa mozˇe cˇiniti neki outlier
zbog sˇiljka iz jedne opazˇene frekvencije defaulta u 1989. godini. Stoga
ovdje iskljucˇujemo i Aaa i Aa iz regresije. Tablica 7 prikazuje rezultate.
Preostaje objasniti kako smo dosˇli do zadnja tri stupca vezanih uz kore-
laciju aktive. Fiksirajmo rejting klasu. Za odabranu klasu, znamo da u
godini j imamo frekvenciju defaulta pj. Vremenski niz p1, . . . , p31, za frek-
vencije defaulta za godine od 1970 do 2000, je dan u tablici Tablica 5. U
CreditMetricsTM/KMV uniformnom modelu pretpostavljeno je da za svaku
godinu j neka realizacija yj faktora Y odreduje uvjetnu vjerojatnost defaulta
promatranu u godini j. U skladu s jednadzˇbom (3.1.1) mozˇemo pisati
pj = p(yj) = N
[
N−1[p]−√%yj√
1− %i
]
(i = 1, . . . ,m)
gdje p oznacˇava ”pravu” vjerojatnost defaulta za izabranu rejting klasu, i %
je nepoznata korelacija aktive koju c´emo procijeniti. Parametar p ne znamo
tocˇno, ali c´emo vidjeti da c´e nam povijesna srednja frekvencija defaulta p¯
biti dobra zamjena za ”pravu” srednju stopu defaulta. Primjetimo samo da
ako su Y1, . . . , Yn nezavisne jednako distribuirane
15 kopije faktora Y , onda iz
zakona velikih brojeva slijedi
15Ovdje uvodimo jednostavnu pretpostavku da je gospodarski krug, prezentiran s
Y1, . . . , Yn bez autokorelacije.U praksi bismo radije radili s procesom koji ukljucˇuje in-
tertemporalnu zavisnost, pr, AR(1) proces.
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1n
n∑
j=1
p(Yj)
n→∞−−−→ E[p(Y )] = p g.s
Ako zamijenimo lijevu stranu s
p¯ =
1
n
n∑
j=1
pj,
vidimo da bi p¯ trebala biti blizu ”pravoj” vjerojatnosti defaulta p. Prirodno
imamo
1
n− 1
n∑
j=1
(
p(Yj)− ¯p(Y )
)2 n→∞−−−→ V[p(Y )] g.s
gdje je ¯p(Y ) =
∑
p(Yj)/n. Ovo pokazuje da
s2 =
1
n− 1
n∑
j=1
(pj − p¯)2
bi trebalo biti dobra zamjena za ”pravu” varijancu V[p(Y )]. Uz propoziciju
(3.8), dobivamo
V[p(Y )] = N2
[
N−1[p], N−1[p]; %
]− p2, (3.4.1)
i to je sve sˇto nam je potrebno za procjenu %. Nakon zamjene nepoznatih
parametara p i V[p(Y )] ostaje rijesˇiti (3.4.1) za %.
Zavrsˇit c´emo ovaj primjer kratkom napomenom. Ako pogledamo tablice Ta-
blica 6 i Tablica 7 vidimo da procijenjene korelacije aktive opadaju kako
se smanjuje kvaliteta kredita. Na prvi pogled ovo je vrlo intuitivno jer bi-
smo mogli rec´i kako korelacije aktive rastu sˇto se radi o vec´oj kompaniji
jer mozˇemo pretpostaviti da vec´e kompanije nose i vec´i sistemski rizik i da
vec´e kompanije (tzv. globalni igracˇi), u prosjeku, imaju vec´i rejting od ma-
njih kompanija. Medutim, iako mi mozˇda vidimo takav efekt u podacima
i nasˇim procjenama, uniformni model je dvoparametarski model bez zavis-
nosti izmedu p i %. Sve moguc´e kombinacije od p i % mozˇemo primjeniti kako
bismo dobili distribuciju gubitaka. Nema pravila da bismo s vec´im p trebali
uzeti nizˇi %.
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Sazˇetak
U ovom diplomskom radu cilj je pruzˇiti pristupacˇan uvod u temelje modeli-
ranja kreditnog portfelja.
Krec´emo do osnovnih pojmova iz vjerojatnosti i statistike, a zatim postupno
ulazimo u svijet upravljanja kreditnim rizikom kroz pojmove ocˇekivanog i
neocˇekivanog gubitka, gdje mozˇemo vidjeti i bitnu ulogu korelacija, te distri-
bucije gubitka i nacˇina kako je dobiti.
Zatim, krec´emo s modeliranjem koreliranih defaulta pomoc´u dva pristupa.
Uz teoretsku podlogu, upoznajemo i modele predstavnike tih pristupa.
Takoder, specifikacijom uvodimo jednofaktorski (CreditMetricsTM/KMV),
odnosno jednosektorski (CreditRisk+) model te nakon njihove usporedbe
zavrsˇavamo prakticˇnim primjerom.
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Summary
This thesis goal is to provide accessible introduction to the foundations of
the credit portfolio modelling.
We start from the basic concepts of probability and statistics, and then gra-
dually enter the world of credit risk management through the terms of the
expected and unexpected loss (where we first see the important role of the
correlations), distribution loss and ways to get it.
Then, we use two approaches to the modeling of correlated defaults and get
introduced to representatives of these approaches.
We also look in more detail at portfolios with uniform dependency struc-
ture, namely one-factor (CreditMetrics TM / KMV), respectively one-sector
(CreditRisk+) models and after their comparison we conclude this thesis with
working example.
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